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Resume. Nous decrivons le comportement du rang du groupe de Mordell- 
Weil de la variete de Picard de la fibre generique d'une fibration en termes de 
contributions locales donnees par des moyennes de traces de Frobenius agissant 
sur les fibres. Les enonces fournissent une reinterpretation de la conjecture de 
Tate (pour les diviseurs) et generalisent des resultats anterieurs de Nagao, 
Rosen-Silverman et des auteurs. 

Abstract. Fibrations and Tate's conjecture. Wc describe the behaviour 
of the rank of the Mordell-Weil group of the Picard variety of the generic fibre of 
a fibration in terms of local contributions given by averaging traces of Frobenius 
acting on the fibres. The results give a reinterpretation of Tate's conjecture 
(for divisors) and generalises previous results of Nagao, Rosen-Silverman and 
the authors. 



1. Introduction et discussion. 

Nous appellerons unc fibration un morphisme f : X —^ y propre et plat et dont 
la fibre generique est geometriquement irreductible, entre deux varietes algebriques, 
lisses et projectives; on supposera de plus que f, X et y sont definis sur un corps 
de nombres k. Par convention les varietes soient connexes dans cet article. On 
note k une cloture algebrique de k et Gk ■— Gal(fc/fc) son groupe de Galois absolu. 
On notera n := dim A" et m := dim^. Ainsi toutes les fibres Xy := f~^{y) sont 
de dimension d n ^ rn et, pour y hors d'un diviseur A de y, on salt que Xy 
est irreductible et lisse. Si nous avons besoin de fixer la dimension relative d de /, 
on appellera cette fibration une d-fibration. En particulier la fibre generique, notee 
X , est une variete projective lisse de dimension d, definie sur le corps de fonctions 
K := k{y). Pour une variete lisse X, on notera Pic{X) (resp. NS(A')) le groupe de 
Picard (resp. de Neron-Severi) des fc-diviseurs modulo equivalence rationnelle (resp. 
modulo equivalence algebrique); le sous-groupe des classes de diviseurs definis sur 
k sera note Pic{X/k) (resp. NS{X/k)). Nous noterons Px '■— Pic^{X) la variete 
de Picard de X et (r, B) sa iiT/fc-trace; c'est-a-dire que tout i^T-morphisme (j) d'une 
variete abelienne A, definie sur k, vers Px se factorise en = r o 0' (voir |12|). 

Les Theoremes de Mordell-Weil et Severi, etendus par Lang et Neron, permettent 
d'affirmer que les groupes B{k), NS(A'), NS(A'/fc), NS(3^), ^S{y/k), NS(X), NS(X 
/K), Px{k{y))/TB{k) et Px{k{y))/TB{k) sont des groupes de type fini (voir [TTl)- 
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Nous allons etudier des interpretations (en bonne partie conjecturales) des rangs de 
ces groupes en termes d'invariants locaux associes a / que nous passons maintenant 
a definir. 

Soit Ok I'anneau des entiers du corps de nombres fc et p un ideal premier de 
Ok, on note Fp son corps residuel et gp ;= #Fp. Pour une variete lisse Z/fc on 
notera Zp/Vp sa reduction modulo p (dans cette definition et dans tout ce qui 
suit on s'autorise a eliminer un ensemble fini - qu'on notera i? - de "mauvais" 
ideaux premiers, qui pent etre elargi des que necessaire). On notera Frobp G Gk 
un automorphisme de Frobenius associe a p, agissant sur Z Xk k h travers k, et 
Ip C Gfc le groupe d'inertie associe a p (defini a conjugaison pres). 

Pour alleger les notations, on notera 

H'\Z) Hl,{Z Xkk,Qi) 

les espaces de cohomologie £-adique associes sur lesquels Gk agit, en particulier, 
Frobp agit sur iJ'(Z)^'' , i.e., I'espace invariant par Taction de /p, (en toute rigueur 
on devrait noter ces espaces H^i{Z)^'' , mais ils n'interviendront qu'a travers le poly- 
nome caracteristique de Frobp et celui-ci est independant de £, au moins pour p 
hors d'un ensemble fini d'ideaux de Ok)- Dans tout cet article nous notcrons : 

ap(Z) = Tr(Frobp |iJ^(Z)^p) et bp{Z) = Tr(Frobp iH^iZ)''). 

II est classique de definir les fonctions L associees a Z/k, que nous ne considererons 
que pour i = 1,2, par: 

(1.1) L,(Z/fc,s) = ]^det(l-(Zp-'^ Frobp |i/'(^)^')^' 

p 

Ce produit et la serie de Dirichlet associee sont convergentes pour 5ft(s) > 1 + i/2. 

On note dans ce texte par Fp le generateur topologique de ■— Gal(Fp/Fp) 
qu'on appelle le Frobenius en caracteristique p. Notons aussi W{Zp) := Hl^{Zp Xp^ 
Fp, Q^). Observons que les theoremes de specialisation (ou changement de base) en 
cohomologie etale (voir ^3] et [SJ Appendix C]) permettent d'identifier le polynome 
caracteristique de Fp agissant sur W[Zp) et celui de Frobp agissant sur H^{Z)^f; 
en particulier Tr(Fp|i7^(Zp)) = Tr(Frobp |iJ*(Z)^''). 

Quitte a elargir R, si necessaire, on peut supposer que la reduction fp : Xp 
yp de f : X y soit aussi une fibration en varietes lisses definie sur Fp. Soit 
A {y E y \ Xy — f^^{y) est singulier} le lieu discriminant de /. En rajoutant 
un nombrc fini d'ideaux a R, on peut supposer que la reduction Ap de A modulo 
p coincide avec le lieu discriminant de fp . 

Pour tout y e (j>p - Ap)(Fp), soit apiXp^y) := TT{Fp \ H^Xp^y)) et bp{Xp^y) 
Tr(Fp \ H'^{Xp^y)). Si y G Ap(Fp), on doit remplacer les groupes de cohomologie 
etale W{Xp^y) par les groupes de cohomologie ^-adique a support propre Hl{Xp^y) 
:= H',iXp^yXf^¥p,Qe), i.e., ap{Xp,y) Tr(Fp | H^iXpJ) et bp{Xp^y) Tr(Fp | 

Nous introduisons les traces moyennes de Frobenius definies par 

^pW-^ E ap{Xp,y)ei^p{X) = ^ J2 ^i^P^y)- 



FIBRATIONS ET CONJECTURE DE TATE 



3 



On definit egalement commc dans 9 la trace moyenne de Frobenius reduite par 

Avant d'enoncer le theoreme principal de ce texte, rappelons le contenu de la 
Conjecture de Tate (pour les diviseurs). 

Conjecture T (Conjecture de Tate). |24l Conjecture 2] La fonction L2{X/k,s) a 
un pole en s = 2 d'ordre rang(NS(A:'/A;)). 

Remarque 1.1. On pent preciser I'enonce comme suit. 

(1) II s'agit d'une version de la conjecture de Tate, la conjecture generale con- 
cerne tons les cycles algebriques. 

(2) On peut se dispenser de I'hypothese d'un prolongement meromorphe au 
voisinage de s = 2 en interpretant la phrase ^^L2{X /k, s) possede un pole 
d'ordre t en s = 2" comme signifiant 

lim (s-2yL2(X/k,s) = a^0. 

g?(s)>2,s^2 

De meme, si /(s) est holomorphe sur K(s) > A et si lims^A(s — A)/(s) — 
a 7^ 0, on appellera a le residu de la fonction f{s) en s = A et on ecrira 
R-eSs=A f{s) = a. 



Conjecture Man- Avec les notations precedentes. La fonction 

7p) 

qui est a priori analytique sur 5R(s) > 1, a un pole simple en s — 1, avec residu 
a: 



(1.3) rang {^^) + rang(NS(X//^)). 

Nous pouvons maintenant enoncer notre theoreme principal qui est une conse- 
quence d'un resultat inconditionnel de calcul de residus (cf. §4, Theoreme I4.1|l . 

Theoreme 1.2. Soit f : X ^ y une fibration en varietes projectives lisses, definies 
sur un corps de nombres k. Deux des trois affirmations suivantes impliquent la 
troisieme: 

(1) La Conjecture T est vraie pour X /k. 

(2) La Conjecture T est vraie poury/k. 

(3) La Conjecture Man est vraie pour f : X ^ y . 

En fait, conjecturalement chacune des deux fonctions definies par les sommes 
dans H1.2|l devrait se prolonger avec un residu en s = 1 egal au terme correspondant 
dans l|1.3|) . Pour mettre en perspective I'enonce precedent il convient de rappeler la 
Conjecture Analytique de Nagao Generalisee (ainsi que son analogue arithmetique, 
la Conjecture Tauberienne de Nagao Generalisee) et formuler un analogue de la 
Conjecture T pour les fibrations en varietes definies sur un corps de nombres k. 

Conjecture Nan (Conjecture Analytique de Nagao Generalisee). 

(1.4) Res fE-2i;(^)i^U rang 
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Conjecture Ntb (Conjecture Tauberienne de Nagao Generalisee) . 

J2 -2t;(A')log(gp 



rang 



1 PiR I 



Px{K) 



TB{k) 



Conjecture Tfln (Analogue de la Conjecture T pour les fibrations en varietes). 
Res(^»p(A')i^ I =rang(NS(X/if)). 

On pent bien sur formuler une version tauberienne de cette conjecture, denotee 
par Conjecture Tfin,tb- 

Corollaire 1.3 (du Theoreme ll.2|) . Trois des affirmations suivantes impliquent la 
quatrieme 

(1) La Conjecture T est vraie pour X/k. 

(2) La Conjecture T est vraie poury/k. 

(3) La Conjecture Tfin est vraie pour f : X ^ y 

(4) La Conjecture Nan est vraie pour f : X ^ y. 

Remarque 1.4. (1) On voit tout de suite que la Conjecture Man se reduit a la 
Conjecture Nan dans le cas de fibrations en courbes, puisque la Conjecture 
Tfin est trivialement vraie. En effet, dans ce cas-la on a dimX = 1, done 
NS(X) ^ Z. De plus, pour tout y G (3>p - Ap)(Fp) on a bp{Xp^y) = q^, 
alors que bp{Xp^y) = 0{qp) pour y £ Ap(Fp). Done Sp(A') se decompose 
en somme de deux termes: 

<?p-»p(A') := J2 bpi'^P,v) = 1p#Wp)) + E ibpiAy)-<lp) 
aeJp(Fp) !/eAp(Fp) 

oil (cf. Lcmme IX^ le premier terme est qp ^gp™^"^"' + O ^qp""^^"^ ^^^)) 

et le second terme est O ^gj''''^™^'^''^^ . II suit que ^p{X) = qp +0 (^p^^) j 
et en particulier, 

(2) La Conjecture T pour X/k pent s'exprimer en disant que la derivee log- 
arithmique de la fonction L2{X /k, s) possede un pole simple en s = 2 de 
residu — rang (NS(A'/fc)) ou encore (voir le paragraplic 4 pour le detail de 
ces calculs classiques) que : 

(1.6) R6s I J2 bpW^-^^ I = rang(NS(A'/fc)). 

Wr / 

(3) Ainsi, dans la plupart des cas oii Ton salt demontrer I'existence d'un pro- 
longement analytique de L2{X/k, s) a la droite 3fi(s) = 2, on sait egalement 
demontrer que la fonction ne s'annule pas sur cette droite. Cette pro- 
priete est importante car elle permet d'appliquer un theoreme Tauberien 
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[ini Chapter XV] a la derives logarithmique de L2{X/k,s) et de conclure 
que 



(1.7) 



lim — 



rang(NS(A'/fc)). 



Si cette derniere egalite est vraie, nous dirons que la Conjecture Tauheri- 
enne de Tate est verifiee, denotee Conjecture Ttb- 
(4) Sous I'hypothese additionnelle que la Conjecture Ttb soit vraie pour X /k et 
y /k, et que la Conjecture Tfin_tb soit vraie pour / : A' — > J^, on en conclut 
que la Conjecture Ntb est aussi vraie pour f : X ^y. 

Comme nous I'avons indique, la Conjecture T^n est verifiee (et essentiellement 
triviale) dans le cas ou X est une courbe; dans ce cas sa variete de Picard s'identifie 
a sa variete Jacobienne que nous denotons par Jx- On obtient alors : 



Corollaire 1.5. Soit f : X y une fibration en courbes. 
Conjecture T soit vraie pour X/k et y/k. Alors 



Supposons que la 



(1.8) 



= rang 



JxjK) 

TB{k) J ' 



Sous I'hypothese additionnelle que les fonctions L2{X/k, s) et L2{y /k, s) se pro- 
longent sur la droite 5ft(s) = 2 sans zeros, on obtient egalement la version tauberi- 
ennc suivante : 



( 



(1.9) 



lim — 



E '-%{X)l0g{q, 



\lp<T 



\ 



J 



rang 



( Jx{K) \ 
\ rB{k) ) ■ 



Remarque 1.6. Si 1 'on prend une variete abelienne "constante", disons B definie 
sur un corps dc nombre k, le pendant de la formule H1.8|l est 

Res(5:-a,(S)i^] ^ rang(i3(fc)) 

c'est-a-dire la Conjecture de Birch & Swinnerton-Dyer pour B/k (voir par exemple 
Tate 1231). On pent expliciter cette analogic en associant a la variete X/K (ou plus 
precisement a la fibration f : X ^ y) les fonctions L suivantes : 



(1.10) 



U{X/K, s) = n n det(l - F,q^^ I H\X,,y))-' 

X n det(l - F,q^^ I Hl{X,^y))-^ 
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Un calcul simple montre alors que la formule analogue de Birch & Swinnerton- 
Dyer pour les fibrations en varietes: 



ord Li{X/K, s) = rang(Px {K)) 

s— m+1 



est equivalente a la formule 

(1.11) Res I ^ -2lp(;f )i^iM ] I rang(Px(i^)) 

elle-meme consequence de la Conjecture de Birch & Swinnerton-Dyer pour B/k et 
de la formule (|1.5|l . On appelle la validite de la formule Hl.ll|l la Conjecture BSD fin 
pour la fibration f : X ^ y (cf. Conjecture of B + SD]). 

De meme on pent aisement montrer que la Conjecture Tfin pour une fibration 
f : X ~i y pent se reformuler en disant que 

ord {L2{X/K,s)) ^v&ng{m{X/K)) 

s—m+2 

(cf. |24[ Conjecture 2]). Avec ces notations, la Conjecture Man, et done la troisieme 
affirmation du Theoreme ll.2l se traduit en disant que 

/ Li{X/K,m + s) \ 

°=i \Li{B/k,s)L2{X/K,m+l + s) J 
est egal a la quantite attendue : 

rang ( ^^^TTv) + ^^ng (NS(X/i^)) . 



Remarque 1.7. II pent sembler plus naturel de definir 

%{x)=-j— y: 

et 2tp*(A') = ^'p{X) — ap{B). En observant (cf. §3) que Ton dispose de I'estimation 

#[Vp(lFp) — ^p" + 0(g^~^^^), on pent montrer, comme dans [HI Remarque 2.3] que 
cela ne modifierait pas les enonces en vue. 

Remarque 1.8. L'egalite H1.5|l ou H1.9|l est unc generalisation de la Conjecture 
Tauherienne de Nagao jl6l IT?j qui concernait les fibrations en courbes elliptiques 
au dessus de la droite projective et fc = Q (voir aussi Nagao's Conjecture 1.1']). 
L'egalite (|1.4|) ou (|1.8|) est une generalisation de la Conjecture Analytique de Nagao 
telle qu'elle a ete formulee par Rosen et Silverman (cf. 2^ Nagao's Conjecture 
1.1]) dans le cas oii n = 2 (done la Conjecture T est trivialement verifiee pour y), 
le genre arithmetique des fibres est egal a 1 et / admet une section. De plus, le 
schema de leur preuve a servi de modele pour les travaux ulterieurs des auteurs qui 
out respectivement traite le cas d'une variete X de dimension 3 fibree en courbes 
elliptiques au-dessus d'une surface Theorem 1.1], d'une surface fibree en courbes 
de genre quelconque |21 Theoreme 1.3]. On pent egalement citer le travail de 
S. Wong |2H1 Theorem 5] qui a prouve un analogue de ^2* Theoreme 1.3], sous 
les hypotheses additionnelles que i? = 0, et les multiplicites des composantes des 
fibres singulieres sont premieres entre elles. Dans le cadre des surfaces elliptiques, 
Silverman {22i Theorem 6] calcule une borne superieure pour |2tp(A:')|, qui depend 

— 1/2 

du degre du conducteur de X/K, du genre de C/k et d'un terme d'erreur 0{qp ). 
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Le texte est organise comme suit. Le §2 contient les preliminaires geometriques 
aboutissant a la "Formule de Shioda-Tate" (Proposition |^J) dans notrc contexte; 
le §3 decrit I'estimation du nombre de points sur les corps finis de varietes lisses 
ou singulieres, le point clef etant la Proposition 13.31 le §4 contient la preuve du 
theoreme dont derive immediatement le Theoreme 11.21 Dans le §5 on utilise un 
resultat geometrique (cf. Proposition l5.1|l pour prouver I'equivalence entre la Con- 
jecture T, la Conjecture Man pour les fibrations en varietes et la Conjecture Nan 
pour les fibrations en courbes. Finalement, dans le §6 on exploite le rapport entre 
les Conjectures Nan et T^n pour les fibrations en varietes montrant qu'elles sont en 
effet equivalentes. On prouve aussi que la Conjecture BSDfin pour les fibrations en 
varietes implique la Conjecture Tgn pour les fibrations en varietes. 

2. OUTILS GEOMETRIQUES 

Nous prouvons ici une formule f Proposition l2 . 6|l analogue a celle de Shioda-Tate 
pour les surfaces elliptiques ayant une section generalisant [221, M Nous util- 
isons la theorie d'intersection et prenons comme reference Fulton ^ ou Hartshorne 
O Appendix A]. Un point delicat est de prouver que I'accouplement defini avant le 
Lemme l??T1 est defini negatif. 

Soit /* : Div(3^) Div(A') I'application puUback des diviseurs et /* : PicO") 
Pic{X) I'application deduite pour les classes. Soit C}i'{X) le groupe de Chow 
des cycles de codimension i (done CH^(A') = Pic(A')). Un element de Pic(3^) est 
positif (resp. strictement positif) s'il est la classe d'un diviseur effectif (resp. effectif 
non nul). Choisissons une section hyperplane de X et notons h sa classe dans 
CH^(A') = Pic(A'). On definit un accouplement (•, •) par : 

Pic(A') X Pic(A') ^ CR\X) CR"-"'+\X) ^ Pic(3;) 

On dira qu'un diviseur de X est vertical si ses composantes sont contenues dans 
f~^{Z) pour Z un diviseur de y; en d'autres termes : un diviseur irreductible D 
de X est vertical si f{D) 7^ 3^ et un diviseur est vertical s'il est somme de diviseurs 
verticaux irreductibles (bien entendu cette notion est relative a la fibration /). Un 
diviseur irreductible D de X sera dit horizontal si f{D) = y, un diviseur horizontal 
est une somme de tels diviseurs. Tout diviseur ou classe de diviseur (dans Pic(A') 
ou NS(A:')) se decompose en somme d'un diviseur vertical et d'un autre horizontal, 
en particulier nous pouvons ecrire (avec des notations evidentes) une decomposition 
de Z[G'fe]-modules 

(2.1) NS(A') = NShor('f ) © NSvcr(^). 

Pour le cas 011 les fibres de / sont des courbes de genre arithmetique egal a 1 et / 
admet une section, le resultat suivant est donne dans la these du troisieme auteur, 
oil I'accouplement defini precedemment est introduit |2fil Proposition 2.2]. 

Lemme 2.1. L 'accouplement est negatif sur les diviseurs verticaux, i.e., si V est 
vertical, on a (V,V) < 0. De plus {V,V) — si et seulement si il existe D G 
Pic(y) ® Q tel que V ~ f*{D). En particulier, si V est vertical et numeriquement 
(ou algebriquement) nul sur X alors il appartient a /*(Pic(3^) ® Q). 
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Demonstration. On prouve en premier que (V, V) < 0. Ecrivons V ~ Vi avec 
V, C f^^{Z,) et Z, irreductible. Done, {V^,Vj) = pour i ^ j et {V,V) = 
II sufRt done de prouver raffirmation pour chaque Vi. Par consequent 
on pent supposer que V C f^^{G) pour G E Div{y) irreductible. Decomposons 
Q = f*{G) = ^ Ui^i avec > 1 pour chaque z, et 7i irreductible dans A". En plus, 
comme V C f~^{G), on obtient F = J^i ^ili qu'on reecrit comme J^i ^'niji- Soit 
V = J2^i7^?ri,-fi. Comme V est vertical et G = f*{G), on a (^',5) = 0. Done, 

-2(1/, = {V, g) - 2{v, V) + {g, V) 

et a fortiori 

Par la definition de I'intersection avec un diviseur jBl Chapter 2, 2.3, p. 33] 7i.7j > 
pour i ^ j et done, comme h est la classe d'un diviseur tres ample ji.'yj.h"~™~^ > 
(cf. Lemma 12.1, p. 211]). Par la definition de I'image directe on obtient 
iliilj) > pour i ^ j. On en deduit {niji,njjj) > 0, d'ou {V, V) < 0. 

Supposons maintenant que (V, V) = 0. On a alors — pour chaque i ^ j 
tels que > 0. Nous affirmons que, pour chaque i ^ j i\ existe une chaine 

de composantes irreductibles 7^ = 7ioi ' ' ' j7v — 7i telles que {likilik+i) "^^^ ^■ 
On en deduira done que ^ = ^ pour tout i ^ j et ainsi que T/ = '^«7j — 
^ Si '^i7* = fr/*(^) comme annonce. Pour verifier I'affirmation, considerons 
rjc le point generique de G (qui est une variete irreductible) et la fibre X^^^ ~ 
/~^('7g)- Celle-ci est une union de composantes irreductibles Xi U ■ ■ ■ U Xr et on 
voit aisement que les X^ correspondent aux 7^ : en fait est la fermeture de 
Zariski de X^, et X^ =71/1"! Xjj^ . En outre, comme / est plat, X^^^ est connexe, et 
en particulier pour chaque i> ^ /.i il existe une chaine de composantes irreductibles 
X^ = X^g, • ■ • , X^^ = X^ telles que X^^ nX^^^^ ^ 0. Done (^Ju^+i ^ 0- Solent 
alors Hi, . . . , Hn-m-i des representants de h dans Div(A') en position suffisamment 
generale. Le morphisme / : 71/^^ <^liyk+i HTJi n • • ■ nif„-,n-i ^ 3^ (a valeurs dans G) 
est generiquement fini car au-dessus de rjc on trouve Xi,^, DXi,^^-^ nHiD- ■ -nHn-m-i 
qui est fini et non vide (pour des raisons de dimension). Ainsi, on trouve que 
f*{lyk ' Ivk+i ' ^"^'"^^) > 0, ce qu'il fallait demontrer. □ 

L'etude de la if/fc-trace B de Px est similaire a §3]. L'application puUback 
induit un homomorphisme que nous notons /* : Pic°(y) — > Pic*^(<Y). L'inclusion 
de la fibre generique l : X X induit un homomorphisme "restriction a la fi- 
bre generique" l* : ¥ic^\X) Pic*^(X) qui, par la definition de la if/fc-trace, se 
factorise par un homomorphisme b : Pic'^{X) B tel que t o 6 = t*. 

Proposition 2.2. (Cf. P Proposition 3.4]^ Le groupe ker(/*) est fini et est meme 
trivial si f admet une section generique. La suite de varietes abeliennes 

(2.2) ^ Pic"(3^) ^ Pic"(A') ^ B 0. 

est exacte si f possede une section generique et exacte d des groupes finis pres en 
general (ou encore apres tensorisation par Q). En particulier, H^{X) ^ H^{y) ® 
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H^{B). A fortiori, pour presque tout ideal premier p de Ok, on a ap{X) ~ ap(3^) + 
ap(S). 

Demonstration. La preuve est essentiellement la meme que dans Proposition 
3.4], il s'agit seulcment d'ajouter que d'apres le Lemme [2.11 si V est un diviseur 
vertical algebriquement equivalent a 0, c'est une somme de fibres, c'est-a-dire qu'il 
est de la forme f*{D') avec D' e Pic" (3^) ® Q ou encore il existe m £ W tel que 
mV G /*Pic'^(3^). L'entier m est borne par les multiplicites des fibres et meme 
on pent prendre to = 1, s'il y a une section generique (en effet cette derniere est 
alors definie sur le complementaire d'un ferme de codimension au moins deux). 
L'isomorphisme H^{X) 9:^ H^iy) ® H^iB) suit de [H Corollary 4.19, p. 131]. □ 

Nous passons maintenant a (la generalisation de) la formule de Shioda-Tate. 
Soit I* : Div{X) — ^ Div(X) I'application puUback des diviseurs induite par i : X — > 
X. Soit maintenant Zi, . . . , Zr des diviseurs sur X/k{y) dont les classes forment 
une base de NS{X /k{y)) (S) Q et soient Zi, . . . ,Zr les diviseurs sur X obtenus en 
prenant I'adherence de Zariski de Zi, ■ • ■ , (resp.), de sorte que i*{Zi) = Zi. Si 
D G Div(A') on a done i*{c\{D)) algebriquement equivalent a niZi + • • • + n^-Zr 
(avec n,£Q). On dcfinit alors -0 : Pic(A:') PxiHy)) ® Q par 

iic\{D)) =1* {D- {niZi + ■■■+ UrZr)) . 

On obtient alors d'apres le Lemme 12.41 ci-dessous une suite exacte 

(2.3) ^ ker(V') ^ Pic(A') ® Q Px{Hy)) ® Q ^ 0. 

dont nous allons decrire le noyau. 

Definition 2.3. Soit S (respectivement S) le sous-groupe de Vic{X) (respective- 
ment de NS(A')) engendre par les classes Zi, . . . , Z^. et des composantes des images 
inverses de diviseurs de y par /. On notera respectivement Sq et iSq les espaces 
vectoriels obtenus par tensorisation par Q. 

Lemme 2.4. (Cf. Lemme 3.8]) L'application ip ^st surjective et son noyau 
ker(V') est egal a S. Une base de iSq est fournie par les classes de Zi, . . . , Z^, 
I'image reciproque par f d'une base de NS(3^) et par les composantes, sauf une, 
de chaque image reciproque f~^(G), pour G diviseur irreductible de y tel que le 
nombre des composantes irreductibles de f~^{G) soit > 2. Soient Ai,...,As les 
diviseurs irreductibles de y tels que le nombre rm des composantes de f~^{Ai) soit 
> 2. On a en particulier, 

s 

rang(5) = ^(to^ - 1) + rang(NS(3^)) + rang(NS(X/fc(y)). 

i=l 

Demonstration. Soit z G Px tel que z represente la classe cl(i5) d'un diviseur 
E G Div(X). Soit E la cloture de Zariski de E dans X. C'est un diviseur de Weil 
(done de Cartier, puisque X est lisse) et il est immediat qu'on a 'ip{c\{E)) = z. 
Ainsi ip est bien surjective. 

II est clair que S C ker(V'). Supposons que cl{D) G ker(-0). Alors, il existe une 
fonction x G {k{y)){X) telle que div(x) — i*{D — {uiZi + • • • + UrZr)). Soit x une 
fonction rationnelle sur X telle que x\x — x. En particulier, i*(div(5;)) = div(a:). 
II est clair que, au niveau des diviseurs, ker(i*) est engendre par les classes des 
diviseurs irreductibles verticaux pour la fibration /. Done div(i;) — (Z? — [uiZi + 
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• • • + rirZr)) est une somme des composantes de ces fibres. On en tire bien que 
c\{D) e S et, par suite ker{ip) — S. 

Pour la derniere affirmation, il est clair que les classes de I'enonce ferment un 
systeme generateur car toutes les fibres sont algebriquement equivalentes. Le fait 
qu'elles soient independantes se verifie en utilisant la theorie d'intersection et le 
Lemme l2.ll La formule donnant le rang de S est alors immediate. □ 

Definition 2.5. Posons T := NSvor(^)//*(NS(3^)) et := J^"® Q. 

Remarquons que, avec les notations du lemme precedent, on a rang(.F) — 
— 1) et que, apres avoir tensorise par Q nous avons un isomorphisme de Q[Gfc]- 
modules 

NSvcrlA-) ® Q = .Fq © (NSCV) ® Q) . 

Nous pouvons maintenant enoncer (comparer avec ,20. Formula 1.4], ^9, Proposition 
3.9], EH Theorem 4.5]) : 

Proposition 2.6 (Formule de Shioda-Tate). II existe un isomorphisme de Q[Gfe]- 
modules 



.s,.,«..((™) 



' So 



^"l-Bih)^ ) ® ® Q) © Q) © {NS{x/~k{y)) ® Q) 

En particulier, on a 

rang(NS(-Y//fc)) = rang f^^^^^) +rang(5^^-) 

(2.4) 

= rang 



TB{k) 

+ ^ang(NS(3^/fc)) + rang(.F«^) + rang(NS(X/fc(y))). 



Demonstration. Comme dans 9, Proposition 3.9] le resultat suit de H2.3|l . H2.2|l et du 
Lemme I2. 41 La derniere formule s'obtient en prenant les G^-invariants et en obser- 
vant que NS(Ar/fc)Q = NS(A')^'' et {Px{k{y))/TB{k))l' = {Px{k{y))/TB{k))^. 

□ 



3. Decompte des points sur les corps finis 

Tout comme dans Rosen-Silverman 20| et dans les travaux ulterieurs des auteurs 
[HI et I'idee de la preuve du theoreme principal est de compter le nombre des 
points rationnels de A'p sur Fp de deux manieres. La premiere consiste a employer 
la formule de Lefschetz pour Xp, la deuxieme a compter le nombre des points dans 
chaque fibre X^^y pour y € 3^p(Fp) et calculer la somme. 

Commengons par expliciter I'application de la formule de Lefschetz. 

Lemme 3.1. Soit X une variete projective lisse de dimension n, definie sur le 
corps de nombre k, soit p un ideal premier de Ok de bonne reduction et soit Xp la 
reduction de X en p definie sur le corps fini Fp de cardinal qp , alors : 



#;ep(Fp) - cf; - ap{x)q^-^ + bp{x)<i;-^ + o(<zp"-'/'). 
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Demonstration. II s'agit d'une application directs de la Formule de Lefschetz qui, 
jointe a I'observation Tr(Fp |i/*(A'p)) = Tr(Frobp de I'introduction, in- 

dique que 



2n 

#i^p(Fp) = ^(-l)'Tr(Frobp 

i=0 



en tenant compte d'une part de I'Hypothese de Riemann (Theoreme de Deligne, |31 
Theoreme 1.6]) qui entraine que Tr(Frobp \H^{X)^i') — 0{q'J'^) et, d'autre part, 
de la dualite de Poincare qui donne Tr(Frobp ) ^ g^'-^ Tr(Frobp | 

H\xy^) = (7p-'ap(A') et Tr(Frobp |i72»-2(;t')^^ ) = q'^-^ i:r{YvoWH^{Xy^) = 
q'^-\{X). Enfin bien sur on a I'egalite Tr(Frobp ) = g^. □ 

Cependant nous aurons besoin de compter les points sur des fibres non irredu- 
ctibles ou singulieres; une premiere etape est donnee par les estimations de Lang- 
Weil. Nous appelons ici ensemble algehrique sur Fp un schema projectif reduit sur 
Fp. 

Lemme 3.2. Soit 6 un ensemble algebrique de dimension pure m defini sur Fp et 
soit (5 = (5i U ■ • ■ U (5r sa decomposition en composantes irreductibles absolues telles 
que 5i soit definie sur Fp pour 1 < i < s (et seulement pour ces valeurs). On a 



(3.1) #5,(Fp 



'?r + 0(g;"-'/'), sil<i<s 
Oiq"^'-^), sis<i<r, 



oil les constantes implicites ne dependent que de m et du degre deg{d) de 6 dans 
un plongement projectif. 
Par consequent on obtient 

(3.2) #<5(Fp) = sg;» + 0(gp"-i/2). 

Demonstration. Le premier cas de (|3.1|) decoule d'une version affaiblie du Theoreme 
de Lang- Weil [13^ Theorem 1]. Le deuxieme cas provient du fait que les points Fp- 
rationnels de Si, pour i > s, sont contenus dans I'intersection des composantes 
irreductibles conjuguees de Si par • La formule (|3.2|l suit immediatement de 
(EH). □ 

Nous allons utiliser ce lemme pour estimer la contribution des fibres singulieres 
de notre fibration. Notons A le lieu discriminant de la fibration f : X ^ y, 
c'est-a-dire : 

A := {y E y \ Xy est singulier} . 

Pour presque tout ideal premier p, la fibration /p : <Yp — > J^p est une fibration de 
varietes lisses et a pour lieu discriminant la reduction Ap de A modulo p. Notons 
= NSvor('^p)//p*(NS(>'p)), alors on a, pour presque tout p, I'egalite Tr(i^p|jrp) = 
Tr(Frobp |.F^''), ce qui permet le calcul suivant. 

Proposition 3.3. Pour presque tout ideal premier p de Ok, on a : 

(3.3) J2 #^pA^p) = Tr (Frobp + g;-"#Ap(Fp) + 0{q;-'^'). 
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Demonstration. Posons T> := /^^(A) = 2?i U . . . 2?u (ou Ics Vi designent les com- 
posantes irreductibles). Pour presque tout p on a Pp = fp^{Ap). Le membre de 
gauche de la formule l\'6.3\i est cgal a #2?p(Fp). 

Observons que Tr(Frobp 1^'^'') — Tr{Fp\!Fp) est le nombre de generateurs de JFp 
definis sur Fp. Si s (resp. t) est le nombre de composantes de Vp (resp. de Ap) 
definies sur Fp, on a, d'apres 1)3. 2|l du Lemme IT^ : 

(3.4) #Pp(Fp) = sq';-' + Oiq;-'/^) et #Ap(Fp) = tq'^^-' + 0(g;"-'/'). 

II reste a observer que s = t + Tr(Frobp {T^" ) pour en deduire la proposition (of. 

(EH))- □ 

Remarque 3.4. Dans les travaux anterieurs sur les fibrations en courbes (cf. |2()j . 
|2Hj et [HI), on determinait la contribution du nombre des points rationnels dans 
chaque fibre singuliere individuellement et on additionnait ensuite ces contribu- 
tions. Dans les deux premiers articles cites, les fibres sont des courbes de genre 
arithmetique un, et I'estimation a ete faite au cas par cas en utilisant I'algorithme 
de Tate (detaille par exemple dans jH]). Dans le troisieme article cite, les fibres 
sont des courbes de genre arithmetique g et (d'apres une remarque du referee - 
dans une premiere approche on utilisait le travail de Artin- Winters |2I pour obtenir 

1 /2 

une expression avec un terme d'erreur de 0{qp )) - on a determine le nombre de 
points rationnels des fibres singulieres au moyen de la cohomologie ^-adique a sup- 
port propre (cf. Pl Lemme 3.2]). Dans le cas present, au lieu d'analyser chaque 
fibre, la proposition donne un controle de la somme totale des contributions du 
nombre des points rationnels des fibres singulieres. Mais en employant la methode 
de decompte, on pent demontrer la generalisation suivante de Theorem 5.1]. 

Lemme 3.5. Pour chaque y £ Ap(Fp) soit my le nombre des composantes Fp- 
rationnelles de fp^{y), alors on a 

J2 (rriy - 1) = Tr(Frobp 1^'")+ Oiq"^-""^). 

Proof. II suffit de combiner la formule de la proposition 1)3. 3|l avec I'egalite suivante 
fournie par le lemme H3.2|l 

#i'p,,(Fp) = m,qp"-™ + 0(9p"-"-^/') 
En effet on en tire que 

^ #i'p,,(Fp) = gp'"#Ap(Fp) + g;-™ K-i) + o(9r'^') 

et le lemme suit. □ 



4. Calculs de residus 



Dans ce paragraphe nous allons demontrer le theoreme suivant, dont le Thcoreme 
11.21 est une consequence immediate. 



FIBRATIONS ET CONJECTURE DE TATE 



13 



Theoreme 4.1. Soit j : X ^ y une fibration de varietes projectives lisses, definies 
sur un corps de nombres k, alors la fonction 

(4.1) 5:-2i;(^)i^%l + Es,(^)i%l 

p^R p^fl ^P 

qui est a priori analytique sur 5ft(s) > \, se prolonge analytiquement au demi-plan 
ferme 3fi(s) > 1 hormis un pole simple en s = 1, avec un residu egal d : 

(4.2) rang ( + rang {NS(X/K)) - rang {NS{X/k)) + rang (NS(3^/fc)) . 



Commengons par rappeler que si 

L{s) := J|det(l-Frobp(Zp-"|F^^)-i 
p 

est une fonction L de poids w (i.e., les valeurs propres de Frobp sont de modules 
g^^^), alors 



(logL(.)) = ^Tr(Frobp )i^ + .g(.) 



L{s) ds^^"^ ^^^v-— PI' ; 



avec g(s) holomorphe sur le demi-plan 5R(s) > {w + l)/2. Dans le cas ou le groupe 
de Galois agit a travers un groupe fini, on dispose du theoreme classique suivant. 

Proposition 4.2 (Artin, Brauer). 1201 Proposition 1.5.1] SoitV unQ-espace vecto- 
riel de dimension finie avec une action continue de Gk, et soit L{V,s) la fonction 
L d' Artin associee. 

(1) L{V,s) a une continuation meromorphe a C. 

(2) L(V,s) est holomorphe sur la droite 5R(s) = 1 d I'exception eventuelle du 
point s — I, ou Von a ords=i (i(V, s)) = — dim(y'''=). 

(3) L(y, s) Tie s'annule pas sur la droite 5R(s) — 1. 

En particulier, en choisissant V ~ J-' (i^ Q, on obticnt le comportement suivant : 

(4.3) Res Tr(Frobp ) = rang(.F°'= ) 

Demonstration du Theoreme \41\ La formule de Lefschetz (cf. Lemme 13. 1|) appli- 
quee a A" et 3^ permet d'ecrire que, 

(4.4) #i'p(Fp) = q; - a,{x)q;-' + b,{x)q;-^ + o{q;-^'\ 



(4.5) #yp(Fp) = < - ap(yX-' + h,{y)q^^-^ + 0(g;"-'/'). 

La formule de Lefschetz (cf. Lemme l3.1|l appliquee a Xp^y permet d'ecrire que, 
pour y e{yp- Ap)(Fp), on a 

(4.6) #A'p,,(Fp) = gp"-™ - ap(;ep,,)gr'""' + ^pI-^p.^X"™"' + 0{q;~"'-^'^). 
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On peut done ecrire en invoquant (|4.6|l et la Proposition 13. 31 

2/e(J'p-Ap)(Fp) veAfi 66/p) 

+ 0(gr™-'/')) + q;-' Tr(Frobp |^^^) + <-'"#Ap(Fp) + 0(9^'/') 
(4.7) =<-™#3)p(Fp)-q— M ^ ap(i'p.,)- E ^p(^P^y) 



E ^P('*P.?/)- E &p('*P.j.) +CTr(Frobp|^^^) 

+ o{q;-^'^) = q; - a,{y)q;-' - %{x)q:;-' + h,{y)q;-^ 

+ ^,{X)q;-^ + q;-^ Tr(Frobp | .F^^ + 0{q;-^'^). 

Pour la derniere egalite, on a utilise la definition des %p{X) et *Bp(<Y) ainsi que 
les estimations 

(4.8) «p(^P,.) = 0(gp™-^/^)et ^ 6p(;ep,,) ^ 0(<zP 
yeAp(Fp) yeAp(Fp) 

pour faire rentrer ces deux termes dans Ic tcrme reste. Pour obtenir les estimations 
de (|4.8|) on a employe un resultat dii a Deligne ^ Theorem 3.3.1] qui dit que les 
valeurs propres de Fp agissant sur Hl{Xp^y) (resp. Hl{X^^y)) sont de valeur absolue 

1/2 

au plus gp (resp. qp). Finalement on emploie les estimations de Lang et Weil (cf. 
Lemme|^2l pour conclure 1)4. 8|) . 

En invoquant la definition des %*{X), I'egalite a^i^X) = ap(3^) + ap{B) (voir la 
Proposition 12. 2|1 et H4.4|) . on dcduit de I'egalite (|4.7|l (divisee par qp~^) que 

(4.9) _2t;(A') + _ W ^ MZ) ^ _ Tr(Frobp + 0{q,"\ 

qp qp qp 

D'apres la Proposition 14 . 21 et en particulier (|4.3() . on obtient 

qp qp qp 

= - rang {t""") = rang f j + rang (NS(X/i^)) 

- rang (NS(A'/fc)) + rang (NS(3;/fc)) , 

oil la derniere egalite suit de la formule de Shioda-Tate (Proposition . Ce qui 
acheve la preuve du Theoreme l4.1l □ 

5. Illustrations 

On peut facilement obtenir des exemples de fibrations grace a la proposition 
classique suivante. 



Rif |E 

kP(R ^ 
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Proposition 5.1. Soit X une variete lisse et projective de dimension n, definie 
sur un corps infini k. Quitte a remplacer X par son eclatement X' le long d'une 
sous-variete lisse de dimension n — m — 1, il existe une fibration en varietes de 
dimension n — m, disons / : A"' — > P™, egalement definie sur k. 

Demonstration. (Cf 9, Proposition 5.1] pour le cas d'une fibration cn courbes). 
Choisissons : A" ^ P" un morphisme fini (par exemple obtenu par normalisation 
de Noether, i.e., par un plongement dans un P^ suivi d'une projection lineaire) et 
choisissons une sous-variete lineaire generale L definie sur fc, de dimension n — m — 1 
dans P". Alors 0~^(L) est lisse (et meme connexe si n — m > 1). Notons P' I'eclate 
de P" au-dessus de L et par tt' : P' P™ la fibration en espaces projectifs de 
dimension n — m qui s'en deduit. Soit n : X' X I'eclatement de X au-dessus de 
(f)^^{L), on a done un morphisme fini (/>' : X' P' qui, compose avec tt', fournit la 
fibration cherchee / := 0' o tt' : A"' — > P™ en varietes de dimension n — m. □ 

Pour toute variete projective lisse definie sur un corps de nombres fc, denotons 
H^{X){1) := HliX Xkk,Qi{l)). Soit cl^ : m{X) H^{X){1) I'application de 
classes de diviseurs. 

La proposition suivante montre que la Conjecture T est invariante par une ap- 
plication fc-birationnelle qui est composee d'un nombre fini d'eclatements. 

Proposition 5.2. Soit (j) : X' ^ X une application k-birationnelle entre deux 
varietes lisses et projectives de dimension n definies sur un corps de nombres k. 
Soit (f)' : X' k ^ X k I'application k-birationnelle deduite de (f) par extension 
de scalaires. Supposons que 4>' soit composee d'un nombre fini d'eclatements de 
centres lisses. Done, la Conjecture T est vraie pour X' /k si et seulement si elle est 
vraie pour X /k. 

Demonstration. Soit X Xk k = Xq Xi ■ ■ ■ X^-i Xr — X' x^ k 
la factorisation de 0', oii les applications sont des eclatements de centres lisses. 
Chacune de ces transformations rajoute un diviseur exceptionnel Ei au groupe de 
Neron-Severi et au groupe de cohomologie, c'est-a-dire, soit {Ei} la classe de Ei 
dans NS(Ai), done 

NS(A',) ^ 0*(NS(A',_i)) eZ[{£;j] et 

H\Xi){i) = 0:(ff2(A',_i)(i)) e Q,(i)[ci,({£;,})]. 

Globalement on obtient done, en notant par V le groupe des classes de diviseurs 
engendre par les diviseurs exceptionnels sur X' x^k, et remarquant que la restriction 
de c\i kV ® donne un isomorphisme sur son image V, 

NS(A") = ^'*(NS(A')) © y et H'^{X'){1) = cj)'* {H'^{X){1)) © (y eg) Q^) 

Le quotient 

L^{X'/k,s) _ L{H\X'){l),s-l) _ _ 
L2{X/k,s) L{H^X){l),s-l) ^ ' ' 

est done une fonction L d'Artin dont I'ordre en s = 2 (cf. Proposition l4.2|l est egal 

a 

~ OTd{L(y, s - I)) = dim{{V (E)Qi)'^'') 

(5.1) 

= dimiH\X')il f'') - dim{H\X){lf''). 
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D 'autre part on a bien 

rang(NS(A:'7fc)) - rang(NS(A'/fc)) = dim((y ® Q^)'^'') 
d'ou Ic resultat. □ 

Remarque 5.3. Au contraire du cas des surfaces, on ne pent pas dire qu'une 
application /c-birationnelle entre varietes projectives et lisses de dimension n > 3 
sur k soit composee par un nombre fini d'eclatements. Cependant, le (profond) 
Theoreme de Factorisation Faible (cf. |27] et PP) affirme que, avec les notations 
ci-dessus, si 0' : X' Xk k ^ X Xk k est une application /c-birationnelle, il existe 

une factorisation de </)', X Xk k — Xq <^ Xi ■ ■ ■ Xr-i X^ = X' x^k, 
ou chaque est un eclatement ou une contraction de centre lisse. Le cas de la 
factorisation forte, d'ou decoulerait la Proposition 15.21 reste encore un probleme 
ouvert. 

Remarque 5.4. La Conjecture T est en effet consequence de deux conjectures 
(qui sont prouvees dans tous les cas oii la validite de cette conjecture est connue, 
cf. Uni, I^): 

• (Conjecture de Tate I) On a un isomorphisme de Qi-espaces vectoriels 

(5.2) l^S{X/k)(x)Qi^ H^iX){l)'^'' 

• (Conjecture de Tate II) On a I'egalite 

(5.3) -ord{L2{X/k,s)) = dim{H^{X){lf'). 

s—2 

Remarque 5.5. Lorsque les classes de diviseurs engendrent H'^{X){1), alors la 
Conjecture T est vraie pour X (la Conjecture I est triviale et la Conjecture II 
decoule de la Proposition ^21. En particulier la Conjecture T est vraie pour P" et 
pour toute variete birationnelle a P". 

Nous terminerons cette section en notant des consequences du Theoreme 11.21 
analogues a celles donnees dans jSj. Dans le reste de cette section, aussi bien que 
dans la prochaine, dire que les Conjectures Tfin, Man et BSDfin sont vraies pour les 
fibrations en varietes veut dire que ces conjectures sont vraies pour toute d-fibration 
pour tout d>l entier. 

Theoreme 5.6. Les Conjectures suivantes sont equivalentes: 

(a) La Conjecture T. 

(b) La Conjecture Man pour les fibrations en varietes. 

(c) La Conjecture Nan pour les fibrations en courbes. 

(d) La Conjecture Man pour les fibrations en varietes au dessus d'un espace 
projectif. 

(e) La Conjecture Nan pour les fibrations en courbes au dessus d'un espace 
projectif. 

Demonstration. Nous demontrerons que a) =^ fe) c) =^ e) =^ a). Le theoreme en 
decoule, puisqu'il est facile a voir que 6) d) e). 

Soit f : X ^ y une d-fibration en varietes telle que f, X et y soient definis sur 
k avec dim(<Y) — n, dim(3^) ^metd~n — m>0. Par le Theoreme ll.2l la validite 
de la Conjecture T pour X/k et y/k entraine la Conjecture Man pour /. 

II est trivial que la Conjecture Man pour les fibrations en varietes implique la 
Conjecture Man pour les fibrations en courbes. Comme nous I'avons deja observe 
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dans R,einaraue ll.4l la Conjecture Man pour les fibrations en courbes est equivalente 
a la Conjecture Nan pour les fibrations en courbes. En outre, il est clair que la 
Conjecture Nan pour les fibrations en courbes au dessus d'une variete quelconque 
implique la Conjecture Nan pour les fibrations en courbes au dessus d'un espace 
projectif. 

Supposons maintenant vraie la Conjecture Nan pour les fibrations en courbes au 
dessus d'un espace projectif. Soit X/k une variete lisse projective de dimension 
n. Par la Proposition l5.ll fou bien 9, Proposition 5.1]), X est fc-birationnellement 
equivalente a une variete X' qui se fibre en courbes sur P"^^. Par la Remarque 
15.51 la conjecture de Tate est vraie pour P"~^, et il suit du Theoreme 11.21 que la 
conjecture de Tate est vraie pour X' , done, par la Proposition 15.21 elle est aussi 
vraie pour X . □ 

Remarque 5.7. Dans la demonstration du Theoreme 15.61 il suffit d'utiliser [HI 
Proposition 5.1] pour obtenir une fibration en courbes, parce que la preuve que la 
Conjecture Man pour les fibrations en varietes implique la Conjecture T est indirecte 
(a travers la Conecture Nan pour les fibrations en courbes); mais en utilisant la 
Proposition l5. li on pourrait demontrer directement I'equivalence entre la Conjecture 
T et la Conjecture Man. 

6. Les rapports entre les Conjectures T^m, Nan et BSDfin pour les 

FIBRATIONS EN VARIETES 

Proposition 6.1. La Conjecture Tfin pour les fibrations en varietes entraine la 
Conjecture T. 

Demonstration. Soit X/k une variete projective lisse de dimension n definie sur 
corps de nombres k, m > 1 un nombre entier, et X' — X x P™. Soit pi : X' ^ X \a 
projection sur le premier facteur, et f : X' ^ P™ la n-fibration egale a la projection 
sur le deuxieme facteur. AUors / est une fibration constante, oii toutes les fibres 
sont egales a X. Denotons P™ par y. Done, pour tout p ^ i? et y G 3^p(Pp) on a 



bpiKv) = ^p('*p) = ^^i^P I H\Xp)) - Tr(Frobp | H^X)''') - b,{X). 



D'ou, 



Le calcul des residus nous donne 

,,,log(gp) \ _^,J ,v^log(9p) 



(6.1) Res I E Sp(A")^ = Res E 



Soit k{t) := k{ti, • • • , t^) le corps de fonctions de P™ ct Xlj/k{t) la fibre generique 
de /. Le resultat est done equivalent a prouver 

(6.2) rang(NS(A'^/fc(t))) = rang(NS(A'/fc)). 

Mais X^'^ X Xk k{t), done NS{Xlj/k{t)) = NS(A'/fc), d'ou I'egalite entre les rangs 
suit. □ 
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Theoreme 6.2. Les Conjectures Nan et Tfin pour les fibrations en varietes sont 
equivalentes. 

Demonstration. Supposons que la Conjecture Tgn soit vraie pour les fibrations en 
varietes. Soit / : <Y — > ^ une fibration en varietes definie sur un corps de nombres 
k. Par la Proposition 16. II la Conjecture T est vraie pour X /k et pour y /k. Ainsi, 
par le Corollaire ll.3l la Conjecture Nan est vraie pour /. 

Reciproquement, supposons que la Conjecture Nan soit vraie pour les fibrations 
en varietes, a fortiori elle est vraie pour les fibrations en courbes. Soit f : X y 
une fibration en varietes. Par le Theoreme 15. 61 la Conjecture T est vraie pour X /k 
et y/k. Encore une fois, on conclut par le Corollaire ll.3l aue la Conjecture T^n est 
vraie pour /. □ 

Proposition 6.3. La Conjecture BSDfin pour les fibrations en varietes entraine la 
Conjecture de Birch & Swinnerton-Dyer pour les varietes abeliennes sur un corps 
de nombres. 

Demonstration. Soit k un corps de nombres, A/k une variete abelienne de dimen- 
sion d, m > 1 un nombre entier, A = Ax P™ et / : ^ — > P™ la d-fibration constante 
obtenue par la projection dans la deuxieme composante. Soit k{t) :— k(ti, • • • , t^) 
le corps de fonctions de P™. Par construction, la fc(i)/A;-trace de la fibre generique 
Ar^/k{t) de / est egale a A. De plus, comme = Ax^ k{t), on a Arj{k{t)) = 
A{k{t)) = A{k). Mors, 

(6.3) rang(A,(fc(i))) -rang(yl(fc)). 

Denotons P™ par y. Pour tout p ^ i? et y e j)p (Fp) on a 

ap{Ap,y) - ap(ip) = Tr(Fp |i/i(ip)) = Tr(Frobp \H\Ay'') = ap(A). 



D'ou, 



Le calcul de residus donne 



\P^R ^'^ j \piB 

Le resultat se deduit de cette egalite, de (|6.3ll et de (|l.llll . □ 



Proposition 6.4. La Conjecture BSDfin pour les fibrations en varietes entraine la 
Conjecture Nan pour les fibrations en varietes. 

Demonstration. Soit f : X ^ y une fibration en varietes, Px la variete de Picard 
de la fibre generique X,i/k{y) de / et {t,B) sa fc(3^)/fc-trace. Par hypothese, la 
Conjecture BSDfin est vraie pour les fibrations en varietes, done par la Proposition 
16.31 la Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie pour B/k. Notons enfin 
que la validite de la conjecture Nan pour / est une consequence de la Conjecture 
de Birch et Swinnerton-Dyer pour B/k et de la Conjecture BSDfin pour /. □ 

Theoreme 6.5. La Conjecture BSDfin pour les fibrations en varietes entraine la 
Conjecture Tfin pour les fibrations en varietes. 



FIBRATIONS ET CONJECTURE DE TATE 
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Demonstration. Le theoreme suit immediatement du Theoreme 16 . 21 et de la Propo- 
sition Q □ 
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